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Cap´ıtulo 1
Introduccio´n
1.1. Un poco de historia
“¿Podemos escuchar la forma de un tambor?”, era el an˜o 1966 cuando el famoso matema´tico polaco
Mark Kac realizo´ esta pregunta. A primera vista, puede parecer una pregunta simple y de poco intere´s
matema´tico. Sin embargo, como Kac demuestra en su art´ıculo [11], la ecuacio´n que define el movimiento
ondulatorio (la ecuacio´n de ondas) es de fundamental importancia, no so´lo en el campo de las matema´ticas,
sino tambie´n en el de la f´ısica. Cualquier movimiento ondulatorio, como puede ser el de jugar con un muelle
o tocar una guitarra, requiere para su estudio de la ecuacio´n de ondas.
Volviendo al punto de vista matema´tico, la verdadera pregunta que presenta Kac es, “¿hasta que´ punto
entendemos la ecuacio´n de ondas?”.Dado que la respuesta a la primera pregunta tardo´ alrededor de 30
an˜os en obtener respuesta, parece que todav´ıa no se entiende perfectamente esta, a priori simple, ecuacio´n.
La primera respuesta al art´ıculo de Kac a penas tardo´ en obtener respuesta. John Milnor, uno de las
ma´s reconocidos matema´ticos de la segunda mitad del sigo XX, confirmo´ que no era posible escuchar la
forma de un tambor. Un par de an˜os atra´s Milnor ya hab´ıa encontrado dos tambores que eran capaces de
producir el mismo sonido, el u´nico problema que planteaban sus tambores, era que estaban construidos en
16 dimensiones. Por lo tanto, se segu´ıa buscando respuesta a la pregunta, para tambores bidimensionales.
Esta respuesta llego´ casi 30 an˜os despue´s, cuando los matema´ticos Carolyn Gordon, David Webb y Scott
Wolpert, construyeron dos tambores bidimensionales de forma diferente pero capaces de producir el mismo
sonido.
1.2. Estructura
En este trabajo, el estudio de la ecuacio´n de ondas comenzara´ con el caso ma´s simple, la ecuacio´n de
ondas en una dimensio´n. Trataremos en particular de responder a la pregunta de si es posible escuchar la
“forma” de una cuerda, lo que se traduce en este caso a si es posible escuchar la longitud de una cuerda.
Este mismo estudio se llevara´ a cabo ma´s adelante para la ecuacio´n de ondas en dos dimensiones. Tras
comentar la solucio´n de la ecuacio´n de ondas en diferentes membranas, trataremos de reconstruir las
dimensiones de un tambor circular a partir de sus frecuencias de vibracio´n. Se buscara´ la solucio´n a la
pregunta inicial, “¿es posible escuchar la forma de un tambor?”, estudiando si dos tambores con forma
diferente, son capaces producir el mismo sonido.
El sonido que produce un tambor al ser golpeado se corresponde con una superposicio´n de todos los tonos
que es capaz de producir el tambor, desde su frecuencia fundamental hasta sus sobretonos. Cada uno
de los tonos que produce un tambor, tiene asociado una frecuencia de vibracio´n. Existen diversos modos
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de descomponer este sonido en sus frecuencias. Si las frecuencias de vibracio´n de dos tambores fuesen
exactamente iguales, el sonido que producen ambas ser´ıa, por lo tanto, igual. Trataremos de ordenar estas
frecuencias en orden ascendente (0 < λ0 < λ1 < λ2 < · · · ), para obtener tanta informacio´n como sea
posible de esta secuencia de nu´meros creciente.
1.3. Importancia del problema inverso
A pesar de la gran importancia pra´ctica que tiene la teor´ıa de los problemas inversos, es un campo que
todav´ıa no ha alcanzado su potencial. La f´ısica se basa mayormente en resolver problemas directos de un
modelo dado para obtener sus correspondientes resultados. El caso contrario, el problema inverso, consiste
en construir un modelo a partir de los resultados. Este problema no es tan sencillo.
Escuchar la forma de un tambor forma parte de estos problemas. A partir del sonido que se recoge, se
trata de reconstruir la regio´n que lo ha producido. A pesar de que este problema pueda parecer de poca
utilidad, su resolucio´n podr´ıa arrojar luz sobre otros problemas similares en diversos campos.
Se trata de ser capaces de crear modelos a partir de los resultados, pero que sean realistas y compatibles
con la realidad. Uno de los ma´s famosos problemas inversos es el de las ma´quinas de TAC que a trave´s
de ima´genes obtenidas por resonancia magne´tica, y su resolucio´n nume´rica ofrecen ima´genes del interior
del paciente, permitiendo as´ı la reconstruccio´n y representacio´n no invasiva del paciente.
Durante el an˜o 2017 se popularizaron los problemas inversos relacionados con la astronomı´a, cuando el
24 de febrero la NASA anuncio´ el descubrimiento de un nuevo sistema solar con siete planetas capaces de
albergar vida. En un primer momento parec´ıa imposible reconocer las condiciones de un planeta situado a
40 an˜os luz, a trave´s un telescopio. Pero este problema requer´ıa de teor´ıa inversa para resolverse. Por una
parte, los cient´ıficos deb´ıan conocer la composicio´n de la atmo´sfera, para observar si es parecida a la de la
Tierra. El telescopio recopilo´ las frecuencias de luz que emit´ıa la atmo´sfera cuando la o´rbita del planeta
pasaba por delante de su sol. Al igual que en el estudio de la forma del tambor, se trato´ de recomponer
el cuerpo, a partir de las frecuencias que emite.
Cap´ıtulo 2
Ecuacio´n de onda en una dimensio´n
La ecuacio´n de ondas es una importante ecuacio´n en derivadas parciales de cara´cter hiperbo´lico que que
se usa para estudiar el comportamiento de ondas, como las ondas de sonido, de luz o de agua. Son de
especial intere´s en los campos de la acu´stica, electromagnetismo y fluidomea´nica.
La ecuacio´n de ondas describe como se propagan las ondas. Se aplica a todo tipo de ondas, desde ondas
en el agua hasta el sonido y vibraciones, e incluso ondas de luz y de radio.
El primer estudio lo realizo´ Jean le Rond d’Alembert sobre una cuerda de viol´ın para obtener la ecuacio´n
de ondas en una dimensio´n. Este estudio lo continuo´ Euler, hasta que diez an˜os ma´s tarde obtuvo la
ecuacio´n de ondas en tres dimensiones. Esta ecuacio´n se ha seguido investigando hasta ser una teor´ıa
capaz de explicar diferentes feno´menos como terremotos o tsunamis. Su v´ınculo con la mu´sica permite
explicar co´mo nuestros o´ıdos perciben el sonido y por que´ ciertas combinaciones suenan de forma armo´nica
y otras no.
2.1. Deduccio´n de la ecuacio´n de ondas
Consideremos una cuerda de longitud L, tensada entre los puntos x = 0 y x = L.
u
x=Lx=0
Figura 2.1: Cuerda tensa entre dos puntos.
Para deducir la ecuacio´n de ondas, consideramos las siguientes suposiciones:
La cuerda es perfectamente flexible.
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La cuerda es homoge´nea, es decir, la masa por unidad de longitud es constante.
La tensio´n T actu´a tangente a la cuerda y su magnitud es igual en todos los puntos.
Consideremos que la cuerda esta´ vibrando en un instante dato t y que toma la siguiente forma
u
x=Lx=0 x x+∆x
u(x, t)
u(x+∆x, t)
Figura 2.2: Cuerda vibrando entre los puntos pro´ximos x y x+∆x.
Llamamos u(x, t) al desplazamiento vertical del punto x de la cuerda respecto a su punto de equilibrio
en el instante t. Por lo tanto, el desplazamiento del punto x + ∆x, sera´ definido como u(x + ∆x, t).
Describiremos a continuacio´n el movimiento resultante considerando las fuerzas que actu´an sobre el trozo
de cuerda ∆s.
Existen dos fuerzas actuando sobre el elemento de cuerda ∆s, la tensio´n que actu´a sobre el trozo derecho
de la cuerda y la que actu´a sobre el trozo izquierdo.
∆x
∆s
∆u
Tcos(θ2)
Tsin(θ2)
Tcos(θ1)
Tsin(θ1)
u
x x+∆x
Figura 2.3: Fragmento de la cuerda vibrante
Planteando el equilibrio de fuerzas para el tramo de cuerda y descomponiendo en sus componentes,
obtenemos
Fvertical = T sin(θ2)− T sin(θ1) (2.1)
Fhorizontal = T cos(θ2)− T cos(θ1) (2.2)
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Asumimos ahora que la cuerda no tiene desplazamientos en el eje horizontal, esto es, que la fuerza neta
horizontal es cero. Esto significa que la fuerza neta vertical produce una aceleracio´n en el elemento que
viene dada por ∂
2u
∂t2
. Teniendo en cuenta que la cuerda tiene una densidad constante ρ, la masa del elemento
infinitesimal considerado es ∆m = ρ∆s.
Por lo tanto, segu´n la ley de Newton, tenemos
T sin(θ2)− T sin(θ1) = Fvertical = ρ∆s∂
2u
∂t2
(2.3)
Escribimos ahora el a´ngulo θ que forma la cuerda con el eje horizontal en funcio´n de la posicio´n
θ1 = θ(x) (2.4)
θ2 = θ(x+∆x) (2.5)
Sustituimos esta expresio´n en la ecuacio´n (2.3) y dividimos entre ∆x
T sin(θ(x+∆x))− T sin(θ(x))
∆x
= ρ
∆s
∆x
∂2u
∂t2
(x) (2.6)
Si expresamos la pendiente en cada punto como tan(θ(x)) = ∂u
∂x
, podemos escribir
sin(θ(x)) =
tan(θ(x))√
1 + tan(θ(x))2
=
∂u
∂x√
1 +
(
∂u
∂x
)2 ≈ ∂u∂x (2.7)
Donde la u´ltima expresio´n viene de asumir que la pendiente va a ser siempre muy inferior a uno y, por
tanto, podemos despreciar el te´rmino (∂u
∂x
)2.
Sustituyendo este resultado en (2.6) y tomando l´ımites cuando ∆x tiende a cero, obtenemos
l´ım
∆x→0
T
∂u
∂x
(x+∆x)− ∂u
∂x
(x)
∆x
= l´ım
∆x→0
ρ
∆s
∆x
∂2u
∂t2
(2.8)
El primer te´rmino de la ecuacio´n corresponde a la definicio´n de la derivada, por lo que podemos reescribir
este te´rmino a partir de su derivada. En el te´rmino de la derecha, ∆s∆x tiende a uno, ya que estamos
considerando un trozo de cuerda infinitamente pequen˜o, cuya pendiente es pra´ticamente nula.
c2
∂2u
∂x2
=
∂2u
∂t2
(x) (2.9)
siendo c2 = T
ρ
y que representa la velocidad de propagacio´n al cuadrado de la cuerda. No´tese que cuanto
mayor sea la tensio´n de la cuerda, mayor sera´ su velocidad de propagacio´n, y cuanto mayor sea la densidad
de la cuerda, la velocidad de propagacio´n de la misma decrecera´.
La ecuacio´n (2.9) se conoce como la ecuacio´n de la cuerda vibrante.
2.2. Problemas del tipo Sturm-Liouville
El problema que plantea la ecuacio´n de ondas es un problema de ecuaciones diferenciales con condiciones de
contorno que requerira´ que apliquemos el me´todo de Sturm Liouville asociado, para obtener sus autovalores
y autofunciones. Una ecuacio´n diferencial definida en el intervalo a ≤ x ≤ b de la forma
d
dx
(
p(x)
dy
dx
)
+
(
q(x) + λr(x)
)
y = 0 (2.10)
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con las condiciones de contorno
a1y(a) + a2y
′(a) = 0 (2.11)
b1y(b) + b2y
′(b) = 0 (2.12)
es conocida como problema de Sturm Liouville con condiciones de contorno. p(x) > 0, q(x), r(x) > 0
son funciones continuas dadas (siendo r la funcio´n peso), mientras que a1, a2, b1, b2,∈ R son constantes
conocidas. λ es un para´metro sin especificar a priori que se corresponde con un autovalor del operador
diferencial asociado a la ecuacio´n (2.10).
Se puede demostrar que las soluciones no triviales del problema de Sturm Liouville existen para ciertos
valores reales de {λn}n∈N. Tenemos as´ı un conjunto de autovalores λn teniendo cada uno asociada una
u´nica autofuncio´n Φn(x).
Los autovalores de un problema de Sturm Liouville son, de hecho, nu´meros reales no negativos. Adema´s,
las autofunciones Φn(x) asociadas son ortogonales entre s´ı con respecto al producto escalar de L
2[a, b]r.
Es decir, se cumple que
〈Φm,Φn〉 =
∫ b
a
r(x)Φm(x)Φn(x)dx = 0, m 6= n; m,n = 1, 2, 3 . . . (2.13)
Por u´ltimo, se puede demostrar que el conjunto de soluciones {Φn}n forma un conjunto ortogonal completo
definido en el intervalo a ≤ x ≤ b. Esto quiere decir que cualquier funcio´n continua f se puede expresar
en te´rminos de {Φn}n de forma que
f(x) =
∞∑
m=1
cmΦm(x) (2.14)
con
cn =
〈f,Φn〉
〈Φn,Φn〉 =
∫ b
a
r(x)f(x)Φn(x)dx∫ b
a
r(x)Φn(x)Φn(x)dx
(2.15)
siendo estos coeficientes u´nicos gracias a la ortogonalidad del conjunto {Φn}n.
2.3. Solucio´n del problema homoge´neo
Empezamos resolviendo la ecuacio´n de ondas en una dimensio´n
∂2u
∂t2
= c2
∂2u
∂x2
(2.16)
con las siguientes condiciones iniciales
u(x, 0) = y0(x) (2.17)
∂u(x,0)
∂t
= y1(x) (2.18)
Estas condiciones iniciales definen la posicio´n y la velocidad inicial de la cuerda y deben ser compatibles
con las condiciones de frontera. Para que la solucio´n del problema sea u´nica necesitamos, adema´s, imponer
ciertas condiciones en la frontera.
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2.3.1. Condiciones de Dirichlet
Las ma´s conocidas sean seguramente las condiciones de frontera de Dirichlet. Esto quiere decir que ambos
extremos de la cuerda esta´n fijos
u(0, t) = u(L, t) = 0 (2.19)
Vamos a aplicar el me´todo de separacio´n de variables que asume que las soluciones de la ecuacio´n de
ondas son del tipo
u(x, t) = T (t)X(x) (2.20)
Sustituyendo esto en la ecuacio´n de onda nos queda
T ′′(t)X(x) = c2T (t)X ′′(x) (2.21)
Dividiendo a ambos lados por u, obtenemos
T ′′(t)
c2T (t)
=
X ′′(x)
X(x)
= −λ (2.22)
donde vemos que el primer miembro depende u´nicamente de t y el segundo de x. Por lo tanto, para
que se produzca la igualdad, ambos miembros deben tomar el mismo valor constante, que llamaremos la
constante de separacio´n, −λ.
Podemos obtener de aqu´ı las siguiente ecuaciones
T ′′(t) + λc2T (t) = 0 (2.23)
X ′′(x) + λX(x) = 0 (2.24)
Mientras que las condiciones de frontera quedan
X(0)T (t) = 0 (2.25)
X(L)T (t) = 0 (2.26)
Como buscamos soluciones no triviales, T (t) no puede ser cero, por lo que deducimos que la funcio´n X(x)
debe satisfacer
X(0) = X(L) = 0 (2.27)
Nos queda as´ı el siguiente problema de autovalores para la X
X ′′ + λX = 0 (2.28)
X(0) = 0 (2.29)
X(L) = 0 (2.30)
Vemos que se corresponde a un problema de Sturm Liouville con los para´metros, p = 1, q = 0, r = 1, a1 =
1, a2 = 0, b1 = 0, b2 = 1. Para resolver este tipo de problemas, separaremos en los siguientes tres casos
Caso 1: λ < 0
Tomamos λ = −ω2 < 0, la solucio´n obtenida toma la forma
X(x) = C1e
−ω x + C2e
ω x (2.31)
Imponiendo ahora las ecuaciones de frontera:
0 = X(0) = C1e
−ω·0 + C2e
ω·0 (2.32)
0 = X(L) = C1e
−ω L + C2e
ω L (2.33)
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obtenemos el siguiente sistema de ecuaciones para C1, C2
C1 + C2 = 0 (2.34)
C1e
−ω L + C2e
ω L = 0 (2.35)
que tendra´ soluciones no triviales si eω L−e−ω L = 0. Vemos, por tanto, que no existe ninguna ω > 0
que satisfaga este sistema, por lo que no existen soluciones no triviales del problema para λ < 0.
Caso 2: λ = 0
Cuando λ = ω = 0, la solucio´n de la ecuacio´n toma la forma
X(x) = C1x+ C2 (2.36)
Imponiendo ahora las ecuaciones de frontera
0 = X(0) = C2 (2.37)
0 = X(L) = C1L+ C2 (2.38)
La u´nica solucio´n al problema es X(x) = 0, por lo que tampoco existen soluciones no triviales. Este
modo, corresponder´ıa al modo cero de la cuerda, el cual resultar´ıa en una traslacio´n de la cuerda
completa. En condiciones de Dirichlet tiene sentido que no se encuentre ninguna solucio´n para este
modo, ya que hemos definido que los extremos de la cuerda esta´n fijos, imposibilitando la traslacio´n
de la cuerda.
Caso 3: λ > 0
Cuando λ = ω2 > 0, la solucio´n de la ecuacio´n queda
X(x) = C1 cos(ωx) + C2 sin(ωx) (2.39)
Imponiendo ahora las ecuaciones de frontera
0 = X(0) = C11 + C20
0 = X(L) = C1 cos(ωL) + C2 sin(ωL)
De aqu´ı obtenemos que C1 = 0 y que sin(ωL) = 0. Esto u´ltimo es equivalente a
ωk =
pi
L
k ∀k ∈ N (2.40)
Vemos, tal y como se deduce del teorema de Sturm-Liouville, que hay un conjunto numerable de
autovalores reales y crecientes. Las autofunciones asociadas a cada autovalor vienen dadas por
Xk(x) = sin
(
kpix
L
)
(2.41)
En la imagen 2.4 podemos ver las soluciones del problema para diferentes valores del para´metro k.
Se aprecia como u´nicamente los valores enteros de k proporcionan soluciones que satisfacen las con-
diciones de frontera, ya que el resto de funciones no satisfacen las condiciones de frontera impuestas,
que el valor de los extremos sea cero para cualquier instante. Cada valor de k equivale a un modo de
vibracio´n. Los modos de vibracio´n muestran todas las soluciones para la vibracio´n de la cuerda, esto
significa, que la cuerda no podra´ vibrar de ninguna forma diferente a la impuesta por estos modos.
Vemos en la siguiente figura los primeros modos normales de vibracio´n de la cuerda vibrante donde
se aprecia co´mo el modo de vibracio´n de la cuerda define la cantidad de nodos menos uno. Segu´n
aumentamos el nu´mero del modo, el nu´mero de nodos crece al mismo ritmo.
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Figura 2.4: Soluciones en condiciones de Dirichlet. Los valores enteros de k, se han dibujado con l´ıneas
continuas, mientras que los valores no enteros de k aparecen con l´ıneas discontinuas. U´nicamente los valores
enteros de k son soluciones al problema, ya que para el resto de valores, no cumplen las condiciones de
frontera impuestas, ser cero en ambos extremos.
Una vez resuelto completamente el problema para la X, hemos acabado con un conjunto de autovalores
{λn}n con sus correspondientes autofunciones {Xn}n. Quedar´ıa ahora resolver el problema para la T .
Recordemos que tenemos T ′′ + c2λT = 0. Sin embargo ahora sabemos que para tener una solucio´n no
trivial de las X, λ tiene que tomar uno de los valores dado por λk = ω
2
k. As´ı la solucio´n que obtenemos
es de la forma
Tk(t) = Ak cos
(
kpict
L
)
+Bk sin
(
kpict
L
)
(2.42)
siendo Ak y Bk constantes a determinar.
As´ı obtenemos un conjunto de soluciones al problema original de la ecuacio´n de ondas con condiciones de
Dirichlet que viene dado por
uk(x, t) =
[
Ak cos
(
kpict
L
)
+Bk sin
(
kpict
L
)]
sin
(
kpix
L
)
(2.43)
Dada la linealidad y la homogeneidad de la ecuacio´n de ondas, cualquier combinacio´n lineal de soluciones
sera´ tambie´n solucio´n del problema, pudiendo escribir una solucio´n ma´s general como
u(x, t) =
∞∑
k=1
[
Ak cos
(
kpict
L
)
+Bk sin
(
kpict
L
)]
sin
(
kpix
L
)
(2.44)
Para terminar, hallaremos los valores de Ak y Bk usando las condiciones iniciales. Vemos que
y0(x) = u(x, 0) =
∞∑
k=1
Ak sin
(
kpix
L
)
(2.45)
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Figura 2.5: Primeros modos normales de vibracio´n en condiciones de Dirichlet
Para la velocidad inicial calculamos primero la derivada respecto al tiempo de la solucio´n obtenida ante-
riormente
∂u
∂t
(x, t) =
∞∑
k=1
kpic
L
[
−Ak sin
(
kpict
L
)
+Bk cos
(
kpict
L
)]
sin
(
kpix
L
)
(2.46)
y sustituyendo en t = 0
y1(x) =
∂u
∂t
(x, 0) =
∞∑
k=1
kpic
L
Bk sin
(
kpix
L
)
(2.47)
Conociendo las propiedades de ortogonalidad de las funciones de seno/coseno obtenemos las siguientes
expresiones
An =
〈y0, Xn〉
〈Xn, Xn〉 =
2
L
∫ L
0
y0(x) sin
(npix
L
)
dx (2.48)
Bn =
L
npic
〈y1, Xn〉
〈Xn, Xn〉 =
2
npic
∫ L
0
y1(x) sin
(npix
L
)
dx (2.49)
Hemos resuelto, por tanto, el problema completo de la ecuacio´n de ondas con condiciones de Dirichlet.
Sabemos que no puede haber ma´s soluciones que estas gracias a la completitud de las autofunciones {Xk}.
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2.3.2. Ejemplos en condiciones de Dirichlet
Vamos a representar la solucio´n obtenida a partir de diferentes ejemplos. Estableceremos diferentes con-
diciones iniciales para la cuerda y estudiaremos su comportamiento. Asumiremos que la longitud de la
cuerda es de una unidad de longitud y que c = 1.
Ejemplo I
Posicion inicial: y0(x) = x
2 − x
Velocidad inicial: y1(x) = 0
Como se ha visto previamente, la solucio´n al problema se escribe como la suma de los modos normales
de vibracio´n de la cuerda. Por lo tanto, el primer paso sera´ comprobar cua´ntos modos normales son
necesarios para estimar correctamente la solucio´n.
Figura 2.6: Ejemplo I: Posicio´n inicial de la cuerda
Al tratarse de una funcio´n parabo´lica y0(x) = x
2−x, su forma se asemeja al primer modo de vibracio´n
de la cuerda. No obstante, tomaremos la suma de los primeros modos, que como se puede observar
hacen que la curva casi se solape con la forma inicial. Una vez estimados los modos, representamos
esta solucio´n en funcio´n del tiempo.
Ejemplo II
Para este segundo caso, cambiaremos la condiciones iniciales. En este ejemplo la cuerda se alza por
el centro y se deja libre.
Posicion inicial: y0(x) = −|x− 0,5|+ 0,5
Velocidad inicial: y1(x) = 0
Al tratarse de una geometr´ıa ma´s compleja, sera´ necesaria la suma de muchos ma´s modos para
aproximar la funcio´n de posicio´n inicial. Observamos co´mo, a medida que se suman ma´s modos de
16 CAPI´TULO 2. ECUACIO´N DE ONDA EN UNA DIMENSIO´N
-0.3
-0.2
0
-0.1
0u
0.1
0.2
0.3
x
30.5 2.52
t
1.510.51 0
Figura 2.7: Ejemplo I: Cuerda vibrante en condiciones de Dirichlet
vibracio´n, la forma se asemeja cada vez ma´s a la original. Tomamos la suma de los 10 primeros
modos.
Estrictamente hablando, no es posible recrear mediante una suma finita de modos normales la
posicio´n inicial de la cuerda, ya que estamos tratando de aproximar una funcio´n que no es derivable
mediante una suma finita de funciones suaves.
Ejemplo III
Para terminar, consideramos
Posicion inicial: y0(x) = x
4 − 2x3 + x2
Velocidad inicial: y1(x) = 0
Vemos que esta posicio´n inicial cumple las condiciones de ser cero en los extremos y, adema´s, que
su pendiente es horizontal. Esta posicio´n inicial se aplicara´ ma´s adelante a diferentes condiciones de
vibracio´n para comparar los resultados.
2.3.3. Condiciones de Neumann
Resolvemos ahora el problema de la cuerda vibrante en condiciones de Neumann. Imponer a una cuerda
condiciones de Neumann quiere decir que los extremos de la cuerda esta´n sueltos, por lo que mantendra´n
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Figura 2.8: Aproximacio´n de la cuerda alzada por el centro en el instante inicial
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Figura 2.9: Ejemplo II: Vibracio´n de la cuerda alzada por el centro en condiciones de Dirichlet. Dado
que la forma inicial se asemeja mucho al primer modo de vibracio´n de la cuerda, excepto por el pico, la
solucio´n se parecera´ al primer modo de vibracio´n normal de la cuerda, pero manteniendo la vibracio´n con
el pico.
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Figura 2.10: Ejemplo III: Cuerda vibrando en condiciones de Dirichlet
en todo momento una pendiente horizontal (no puede haber fuerzas verticales en los extremos). No´tese
que al no tener fijados los extremos podremos encontrarnos con el caso de que la cuerda completa se
encuentre en traslacio´n.
Matema´ticamente, las condiciones de Neumann se expresan de la siguiente manera
∂u
∂x
(0, t) = 0 (2.50)
∂u
∂x
(L, t) = 0 (2.51)
El problema de Sturm-Liouville es muy similar al de la seccio´n 2.3.1, salvo que ahora, al hacer separacio´n
de variables, obtendremos las condiciones de frontera para X dadas por
X ′(0) = 0 (2.52)
X ′(L) = 0 (2.53)
Volvemos a considerar los 3 casos para los posibles autovalores.
Caso 1: λ = −ω2 < 0
Para este caso, la solucio´n toma la forma X(x) = C1e
−ω x + C2e
ω x. Dado que su derivada viene
dada por X ′(x) = −C1ωe−ω x + C2ωeω x las condiciones de frontera implican
0 = X ′(0) = −C1ωe−ω·0 + C2ωeω·0
0 = X ′(L) = −C1ωe−ω L + C2ωeω L
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De nuevo vemos que en este caso no se pueden encontrar soluciones no triviales al problema de
Sturm-Liouville para λ < 0 con condiciones de frontera de Nuemann.
Caso 2: λ = ω2 = 0
Ahora la solucio´n de la ecuacio´n adquiere la forma X(x) = C1x+ C2. Ahora la derivada es simple-
mente X ′(x) = C1 que, al imponer las condiciones de frontera, queda simplemente C1 = 0.
Vemos que ahora, a diferencia del resultado obtenido con condiciones de Dirichlet, se puede encontrar
una solucio´n para λ = 0. La solucio´n para este modo cero es X(x) = C2, siendo C2 una constante a
determinar.
Caso 3: λ = ω2 > 0
Finalmente, tenemos que la solucio´n general de la ecuacio´n y su derivada vienen dadad por
X(x) = C1 cos(ωx) + C2 sin(ωx) (2.54)
X ′(x) = −ωC1 sin(ωx) + ωC2 cos(ωx) (2.55)
Imponiendo ahora las condiciones de frontera:
0 = X ′(0) = −ωC1 sin(ω · 0) + ωC2cos(ω · 0) (2.56)
0 = X ′(L) = −ωC1 sin(ω L) + ωC2cos(ω L) (2.57)
El siguiente sistema de ecuaciones para C1 y C2 tiene soluciones no triviales si sin(ωL) = 0, por
tanto llegamos a
ωk =
pi
L
k ∀k ∈ N (2.58)
Las autofunciones asociadas son, en este caso,
Xk(x) = cos
(
kpix
L
)
(2.59)
De nuevo hemos finalizado la resolucio´n del problema para la X obteniendo un conjunto de autovalores
reales {λk}k junto con sus autofunciones {Xk}k con la u´nica diferencia que ahora tenemos una solucio´n
no trivial para k = 0. Resolvemos para la T considerando los dos casos anteriores.
Caso II’: λ = 0
Tenemos que resolver el problema T ′′ = 0 que tiene como solucio´n de
T (t) = C3t+ C4 (2.60)
Por lo tanto la solucio´n de la ecuacio´n de ondas queda
u0(x, t) = X(x)T (t) = C2(C3t+ C4) = C
′
3t+ C
′
4
La constante C ′3 define la velocidad de traslacio´n de la cuerda, mientras que la constante C
′
4 define
la altura inicial de la cuerda.
Caso III’: λ = ω2 > 0
La solucio´n aqu´ı es ide´ntica al caso de Dirichlet ya que los autovalores son iguales. De hecho, tenemos
que de nuevo los valores naturales de k ∈ N ofrecen una solucio´n al problema, que satisfacen las
condiciones de Neumann. Se visualizan en la figura 2.11 las soluciones del problema para diferentes
valores del para´metro k.
Se aprecia que la solucio´n en condiciones de Neumann, se asemeja a la solucio´n en condiciones de
Dirichlet, salvo que la solucio´n se escribira´ en series de cosenos, en lugar de senos.
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Figura 2.11: Primeros modos de vibracio´n en condiciones de Neumann
De nuevo, la linealidad y homogeneidad de la ecuacio´n de ondas nos permite escribir la solucio´n general
como
u(x, t) =
∞∑
k=0
[
Ak cos
(
kpict
L
)
+Bk sin
(
kpict
L
)]
cos
(
kpix
L
)
(2.61)
Igual que se hizo en Dirichlet, obtenemos los valores de Ak y Bk, conociendo las propiedas de ortogonalidad
de los senos y cosenos.
Ak =
2
L
∫ L
0
y0(x) cos
(
kpix
L
)
dx (2.62)
Bk =
2
kpic
∫ L
0
y1(x) cos
(
kpix
L
)
dx (2.63)
2.3.4. Ejemplos con condiciones de Neumann
Consideramos
Posicion inicial: y0(x) = x
4 − 2x3 + x2
Velocidad inicial: y1(x) = 0
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Tenemos una cuerda con una forma inicial y, al soltarla, comienza a oscilar de acuerdo a la ecuacio´n de
ondas y respetando las condiciones de Neumann impuestas.
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Figura 2.12: Ejemplo: Cuerda vibrante en condiciones de Neumann. Se aprecia como la cuerda en el
instante inicial tiene la forma de la posicio´n inicial impuesta y a medida que avanza en el tiempo se va
propagando la onda de forma repetitiva. En todo momento se puede observar que la pendiente en ambos
extremos se mantiene horizontal. Nota: Para la representacio´n no se ha sumado el modo cero, se asume
que la velocidad de traslacio´n coincide con la del obsevador.
2.3.5. Condiciones Mixtas
Resolvemos ahora el problema de la cuerda vibrante en condiciones mixtas. Imponer a una cuerda con-
diciones mixtas significa que uno de los extremos cumple las condicio´n de frontera de Dirichlet, mientras
que la otra cumple las condiciones de frontera de Neumann. Tendremos, por lo tanto, un extremo fijo,
mientras que el otro extremo de la cuerda mantendra´ en todo momento una pendiente nula.
u(0, t) = 0 (2.64)
∂u(L, t)
∂x
= 0 (2.65)
El problema de Sturm-Liouville, al hacer separacio´n de variables, quedara´
X(0) = 0 (2.66)
X ′(L) = 0 (2.67)
Como en los casos anteriores, consideramos tres casos.
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Caso 1: λ < 0
En este caso tenemos
X(x) = C1e
−ω x + C2e
ω x (2.68)
X ′(x) = −C1ωe−ω x + C2ωeω x (2.69)
Imponiendo las condiciones de frontera vemos que
0 = C1e
−ω·0 + C2e
ω·0 (2.70)
0 = −C1ωe−ω L + C2ωeω L (2.71)
y, de nuevo, vemos que no se pueden encontrar soluciones no triviales al problema anterior para
λ < 0 que satisfagan las condiciones mixtas.
Caso 2: λ = 0 Cuando λ = 0 obtenemos
X(x) = C1x+ C2 (2.72)
X ′(x) = C1x (2.73)
Imponiendo ahora las ecuaciones de frontera
C10 + C2 = 0 (2.74)
C1L = 0 (2.75)
vemos que no hay soluciones no triviales. Esto tiene sentido ya que teniendo un extremo fijo, no es
posible que la cuerda se encuentre en traslacio´n.
Caso 3: λ > 0
Tenemos ahora
X(x) = C1 cos(ωx) + C2 sin(ωx) (2.76)
X ′(x) = −ωC1 sin(ωx) + ωC2 cos(ωx) (2.77)
Imponiendo ahora las condiciones de frontera:
0 = C1 cos(ω0) + C2 sin(ω0) (2.78)
0 = −ωC1 sin(ωL) + ωC2 cos(ωL) (2.79)
De aqu´ı obtenemos la siguiente solucio´n:
cos(ωL) = 0 (2.80)
ωL = arc cos(0) (2.81)
Las soluciones no triviales del problema, tendra´n el valor:
ω =
2k − 1
2
pi
L
∀k ∈ N (2.82)
Obtenemos entonces la siguiente autofunciones
Xk(x) = sin
(
2k − 1
2
pix
L
)
(2.83)
Visualizamos a continuacio´n la solucio´n para los primeros valores del para´metro k, esto es, los
primeros modos de vibracio´n.
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Figura 2.13: Primeros modos de vibracio´n en condiciones mixtas
Una vez ma´s, escribimos la solucio´n como suma de todos los modos fundamentales
u(x, t) =
∞∑
k=1
[
Ak cos
(
kpict
L
)
+Bk sin
(
kpict
L
)]
sin
(
2k − 1
2
pix
L
)
(2.84)
Nuevamente, conociendo las propiedas de ortogonalidad de los senos y cosenos, obtenemos los valores de
Ak y Bk.
Ak =
2
L
∫ L
0
y0(x) sin
(
2k − 1
2
pix
L
)
dx (2.85)
Bk =
2
kpic
∫ L
0
y1(x) sin
(
2k − 1
2
pix
L
)
dx (2.86)
2.3.6. Ejemplo en condiciones mixtas
Consideramos
Posicion inicial: y0(x) = x
4 − 2x3 + x2
Velocidad inicial: y1(x) = 0
24 CAPI´TULO 2. ECUACIO´N DE ONDA EN UNA DIMENSIO´N
que son las mismas que se impusieron en el ejemplo previo en condiciones de Neumann. Se aprecia co´mo
var´ıa la vibracio´n de la cuerda con las diferentes condiciones de frontera.
El extremo izquierdo cumple la condicio´n de frontera de Dirichlet, manteniendo en todo momento un valor
de cero. El otro extremo sin embargo var´ıa de posicio´n, pero con una pendiente constante de cero. En el
instante inicial cumple la posicio´n inicial impuesta, que resulta ser la misma que en el ejemplo anterior
(en condiciones de Neumann y Dirichlet), y a medida que avanza el tiempo, el movimiento de la cuerda
recuerda al movimiento de un la´tigo.
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Figura 2.14: Ejemplo: Vibracio´n de una cuerda en condiciones mixtas. Este movimiento se ha estudiado
una vez en condiciones de Dirichlet, otra vez en condiciones de Neumann y ahora en condiciones mixtas.
Comprobamos que para cualquier instante t, el valor de la cuerda en el extremo izquierdo se mantiene
cero, y el extremo opuesto se mueve libremente, manteniendo siempre la pendiente horizontal
2.4. Problema inverso
Vamos a adaptar la pregunta ¿podemos escuchar la forma de un tambor? a nuestro caso unidimensional.
La pregunta equivalente ser´ıa ¿podemos escuchar la longitud de una cuerda?
Cada modo de vibracio´n de una cuerda emite un sonido a cierta frecuencia. Por lo que el sonido que emite
una cuerda es la superposicio´n de todas las frecuencias que emite la cuerda o, visto desde otro punto de
vista, la suma de todos los modos de la cuerda que esta´n vibrando. A partir del sonido es posible obtener
lo que se conoce como el espectro de frecuencias. Esto es la descomposicio´n del sonido en cada una de sus
frecuencias. Resulta interesante comprobar co´mo es posible calcular la longitud de una cuerda a partir de
su espectro de frecuencias.
La velocidad de propagacio´n de la cuerda se puede escribir como la longitud de onda multiplicada por la
frecuencia.
c = fλ (2.87)
siendo λ la distancia entre dos picos (o dos valles) consecutivos (no confundir con el autovalor considerado
en las secciones anteriores). Para el caso del primer armo´nico, sabemos que su longitud de onda es λ = 2L
ya que los nodos son justo los dos extremos de la cuerda. La frecuencia fundamental se escribe de la
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Figura 2.15: Ejemplo: Vibracio´n de una cuerda en condiciones mixtas - cambio de perspectiva
siguiente forma
f1 =
c
2L
(2.88)
Para el caso del segundo armo´nico la ecuacio´n ser´ıa exactamente igual, salvo que la longitud de onda ser´ıa
la mitad del primero, L
f2 = 2
c
2L
(2.89)
En general, la longitud de onda para cada armo´nico se puede escribir como λ = 2L
n
, pudie´ndose escribir
la frecuencia de cada armo´nico como
fn = n
c
2L
= nf1 (2.90)
Por lo tanto, si conocemos la velocidad de propagacio´n en la cuerda y escuchamos su frecuencia funda-
mental, somos capaces de calcular su longitud.
L =
c
2f1
(2.91)
La frecuencia ma´s baja corresponde al primer armo´nico, la segunda ma´s baja al segundo, y as´ı sucesiva-
mente. Concluimos que, conociendo la composicio´n de la cuerda, s´ı que es posible escuchar la longitud de
una cuerda.
2.5. De la teor´ıa a la pra´ctica
Vamos a aplicar la teor´ıa desarrollada hasta ahora a un caso pra´ctico que consistira´ en determinar la
longitud de una cuerda de una guitarra (o, en nuestro caso, la longitud hasta el traste que se esta´ pulsando
en el ma´stil) a partir de su espectro de frecuencias que obtendremos con un analizador de frecuencias.
No´tese que, en principio, no conocemos la velocidad de propagacio´n de la cuerda. Sin embargo la podemos
obtener a partir de su longitud total y su frecuencia fundamental.
En la imagen 2.5 se pueden observar los valores de los primeros armo´nicos. Con el primero calcularemos
el valor de la velocidad de propagacio´n en la cuerda. Tenemos que la longitud de la cuerda de nuestra
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Figura 2.16: Espectro de frecuencias de una cuerda de guitarra
guitarra es L = (65± 1)cm y la frecuencia fundamental es f1 = (193± 5)Hz. As´ı, aplicando la siguiente
relacio´n
c = 2Lf1 (2.92)
obtenemos que c = 250,9m
s
. Es muy importante recordar que estamos realizando un experimento, por
lo que las medidas que tomemos presentara´n cierta incertidumbre. Los datos medidos tendra´n un error
propio, que ya conocemos. Sin embargo las medidas indirectas, que son funcio´n de otras medidas, tendra´n
un error asociado que se calcula por propagacio´n de errores de acuerdo a las siguiente relaciones
z = f(x, y) (2.93)
(∆z)2 =
(
∂f
∂x
)2
(∆x)2 +
(
∂f
∂y
)2
(∆y)2 (2.94)
Vamos a calcular el valor de la velocidad de propagacio´n a partir de la frecuencia fundamental y la longitud
de la cuerda. A continuacio´n, comprobaremos a partir de la velocidad de propagacio´n calculado y el dato
de la longitud de la cuerda medida, que el valor de las frecuencias de los siguientes armo´nicos coincide
con los que se obtienen a trave´s del espectro de frecuencias.
Para calcular el error de c, calculamos primero los errores relativos de L y f1:
δL =
∆L
L
(2.95)
δL =
1cm
65cm
= 1,54% (2.96)
δf1 =
5Hz
193Hz
= 2,59% (2.97)
(2.98)
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Conociendo los errores relativos de f1 y L, calculamos el error de c(L, f1), a partir de la siguiente expresio´n
δc2 = δL2 + δf21 (2.99)
δc = 3,01% (2.100)
∆c = δc× c = 250,9× 3,01% = 7,55m
s
(2.101)
c = (250,9± 7,55)m
s
(2.102)
Por lo tanto, el error de c es de ±7,55m
s
.
Ahora que conocemos los errores de c y de L, calculamos el error de f2(c, L) y f3(c, L), por propagacio´n
de errores
δf2 = δc
2 + δL2 (2.103)
∆f2 = f2teor
√
δc2 + δL2 = 386× 3,38% = 13,05Hz (2.104)
δf3 = δc
2 + δL2 (2.105)
∆f3 = f3teor
√
δc2 + δL2 = 579× 3,38% = 19,57Hz (2.106)
(2.107)
Comparamos los valores reales y los teo´ricos:
f2real = (387± 5)Hz (2.108)
f2teor =
2c
2L
= (386± 13,05)Hz (2.109)
f3real = (581± 5)Hz (2.110)
f3teor =
3c
2L
= (579± 19,57)Hz (2.111)
Podemos observar co´mo el resultado teo´rico apenas difiere en un par de hercios del resultado real, lo cual
entra dentro del rango de error obtenido. Los resultados son, por lo tanto, compatibles con la teor´ıa.
Ahora que conocemos todos los datos de la cuerda, trateremos de escuchar la longitud de la misma. Para
ello apretaremos uno de los trastes de la guitarra, acortando la longitud de la cuerda vibrante y calculando
de manera teo´rica la longitud de la cuerda acortada a partir del espectro de frecuencias y el dato de la
velocidad de propagacio´n en la cuerda obtenido antes. Afinamos la cuerda en LA, lo cual significa que la
cuerda deber´ıa vibrar a una frecuencia de 440 Hz, o uno de sus submu´ltiplos.
Leemos la frecuencia fundamental f1 = 215Hz y calculamos
Lteor =
c
2f1
=
250,9
2× 215 = 0,5835m = 58,35cm (2.112)
δL =
√
δf2 + δc2 (2.113)
δL =
√(
5
215
)2
+ 3,012 = 3,01% (2.114)
∆L = LteorδL = 1,75cm (2.115)
Comparamos los resultados obtenidos:
Lreal = (59± 1)cm (2.116)
Lteor = (58,35± 1,75)cm (2.117)
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Figura 2.17: Espectro de frecuencias de la cuerda acortada
La longitud real medida con la regla es de 59 ± 1cm, mientras que la longitud obtenida a partir del
espectro de frecuencias es de (58,35 ± 1,75)cm que, como podemos comprobar, entra dentro del rango
de error de la medida. Comprobamos que el aparato teo´rico desarrollado hasta ahora sirve para medir
experimentalmente la longitud de una cuerda.
Para finalizar, simularemos el problema de la cuerda vibrante bajo las mismas condiciones que la cuerda
de guitarra. Obtendremos el espectro de frecuencias a partir de la simulacio´n con el programa Matlab,
para poder compararlo con el espectro de frecuencias real y comentaremos los resultados.
Resolvemos el problema
∂2u
∂t2
= c2
∂2u
∂x2
(2.118)
Con los datos expuestos a continuacio´n:
L = 0.65 m
c = 250.9 m
s
Posicio´n inicial = x4 − 2x3 + x2
Velocidad inicial = 0
Calculamos el siguiente resultado con Matlab.
Obtenemos los siguientes valores para las tres primeras frecuencias:
f1sim = 193,4Hz (2.119)
f2sim = 386,7Hz (2.120)
f3sim = 578,6Hz (2.121)
Estos valores obtenidos entran dentro del rango de medida obtenido para las frecuencias. Ha sido posible,
por lo tanto, reconstruir una solucio´n al problema de la cuerda de la guitarra, u´nicamente a partir de las
medidas.
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Figura 2.18: Espectro de frecuencias simulado
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Cap´ıtulo 3
Dimensio´n dos
3.1. Formulacio´n Lagrangiana de la cuerda en dos dimensiones
Se puede deducir la ecuacion de la membrana vibrante a partir de la formulacio´n Lagrangiana. Considera-
mos el movimiento transversal de una membrana Ω que permanece fija a lo largo de su borde ∂Ω, donde
ρ es la densidad y u(x, y, t) el desplazamiento vertical del punto (x, y) en el instante t.
La energ´ıa cine´tica del sistema se expresa como
Ec =
1
2
ρ
∫
Ω
u2t (x, y, t)dxdy. (3.1)
La energ´ıa potencial se escribe como el trabajo necesario para llevar la membrana de la posicio´n de reposo
u = 0 hasta la posicio´n u(x, y, t), suponiendo que el borde no se desplaza. Conociendo la tensio´n T ,
consideramos una pequen˜a regio´n dada por x0 < x < x0 + ∆x e y0 < y < y0 + ∆y. As´ı, el trabajo
necesario para deformar esa regio´n es igual al producto de la tensio´n por el incremento de a´rea:
T
√
(∆x)2 + (∆u)2
√
(∆y)2 + (∆u)2 =
= T
√
1 +
(
∆u
∆x
)2√
1 +
(
∆u
∆y
)2
∆x∆y + · · ·
= T
[
1 +
1
2
(
∆u
∆x
)2
+ 1 +
1
2
(
∆u
∆y
)2]
∆x∆y + · · ·
=
1
2
T
(
u2x(x0, y0, t) + u
2
y(x0, y0, t)
)
∆x∆y + · · ·
Los puntos indican te´rminos de orden superior y, en la u´ltima igualdad, hemos tomado el l´ımite ∆x,∆y →
0.
Integrando sobre la regio´n Ω obtenemos que
Ep =
1
2
T
∫
Ω
[
u2x(x, y, t) + u
2
y(x, y, t)
]
dxdy (3.2)
Podemos ahora formular el funcional accio´n para la membrana:
S[u] =
∫ t1
t0
(Ec − Ep)dt (3.3)
=
1
2
∫ t1
t0
∫
Ω
(
ρu2t (x, y, t)− Tu2x(x, y, t)− Tu2y(x, y, t)
)
dxdydt (3.4)
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Escribimos entonces la variacio´n de S como,
δS =
∫ t1
t0
∫
Ω
(−ρutt + T (uxx + uyy))δudxdydt
− T
∫ t1
t0
∫
Ω
(
∂
∂x
(uxδu) +
∂
∂y
(uxδu)
)
dxdydt+
∫ t1
t0
∫
Ω
∂
∂t
(utδu)dxdydt
Suponiendo que δu(t0) = δu(t1) = 0 a lo largo de toda la membrana, podemos anular el u´ltimo te´rmino
de la expresio´n. Por otro lado, el segundo te´rmino se puede reescribir como una integral a lo largo del
borde ∂Ω de Ω, aplicando el teorema de Green
T
∫ t1
t0
∫
Ω
[
∂
∂x
(uxδu) +
∂
∂y
(uxδu)
]
dxdydt = T
∫ t1
t0
∫
∂Ω
∂u
∂n
δuds (3.5)
siendo n el vector normal exterior a la curva ∂Ω. Podemos entonces cancelar este te´rmino tambie´n, dado
que asumimos que el borde esta´ fijo, haciendo que δu = 0 sobre ∂Ω en todo momento.
La variacio´n de S se simplifica de la siguiente forma:
δS =
∫ t1
t0
∫
Ω
(
− ρutt + T (uxx + uyy)
)
δudxdydt (3.6)
Imponiendo la condicio´n δS = 0 para toda variacio´n δu, obtenemos lo que se conoce como la ecuacio´n de
la membrana vibrante:
1
c2
utt(x, y, t) = uxx(x, y, t) + uyy(x, y, t) (3.7)
siendo c2 = T
ρ
.
3.2. Vibracio´n de una membrana rectangular
Resolvemos el caso de una membrana vibrante rectangular de dimensiones Lx y Ly, bajo condiciones de
Dirichlet, es decir, todos los extremos esta´n fijos.
Tenemos la ecuacio´n de la membrana vibrante:
1
c2
utt(x, y, t) = uxx(x, y, t) + uyy(x, y, t) (3.8)
Tomamos como condiciones de frontera las condiciones de Dirichlet:
u(0, y, t) = u(Lx, y, t) = u(x, 0, t) = u(x, Ly, t) = 0 (3.9)
Conociendo las condiciones iniciales:
u(x, y, 0) = y0(x, y) (3.10)
∂u
∂t
(x, y, 0) = y1(x, y), (3.11)
Suponemos ahora que la ecuacio´n de la membrana vibrante se puede reescribir por separacio´n de variables
u(x, y, t) = Φ(x, y)T (t) (3.12)
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Introduciendo u(x,y,t) en la ecuacio´n diferencial de la membrana vibrante obtenemos
Φ(x, y)
d2T
dt2
= c2
(
T (t)
∂2Φ
∂x2
+ T (t)
∂2Φ
∂x2
)
(3.13)
1
T (t)
d2T
dt2
=
c2
Φ(x, y)
(
∂2Φ(x, y)
∂x2
+
∂2Φ(x, y)
∂x2
)
= −ω2 (3.14)
Como el primer miembro de la ecuacio´n depende u´nicamente de t mientras que el segundo solo depende
de x, y igualamos ambas partes a una constante que llamaremos −ω2.
Aplicamos ahora el me´todo de separacio´n de variables a la segunda ecuacio´n diferencial:
Φ(x, y) = H(x)W (y) (3.15)
W
d2H
dx2
+H
d2W
dy2
+
ω2
c2
HW = 0 (3.16)
Dividiendo esta ultima ecuacio´n entre el producto HW obtenemos:
1
H
d2H
dx2
= − 1
W
(
d2W
dy2
+
ω2
c2
W
)
= −q2 (3.17)
Una vez ma´s, tenemos dos te´rminos, uno dependiente de la variable x y otro dependiente de la variable
y, por lo que podemos igualar ambos te´rminos a una constante: −q2
d2H
dx2
+ q2H = 0 (3.18)
d2W
d
+ r2W = 0 (3.19)
con r2 = ω
2
c2
− q2.
La solucio´n a ambas ecuaciones diferenciales son conocidas:
H(x) = Cx cos(qx) +Dx sin(qx) (3.20)
W (y) = Cy cos(ry) +Dy sin(ry) (3.21)
Partimos de las siguientes ecuaciones de contorno:
H(0) = H(Lx) =W (0) =W (Ly) = 0 (3.22)
A partir de las cuales obtenemos los siguientes resultados:
Cx = 0 sin(qLx) = 0 q =
mpi
Lx
(3.23)
Cy = 0 sin(rLy) = 0 r =
npi
Ly
(3.24)
Φmn(x, y) = Hm(x)Wn(y) = sin
(
mpi
Lx
x
)
sin
(
npi
Ly
y
)
(3.25)
con m,n = 1, 2, 3 . . .
Cada una de las combinaciones de m y n ofrecen un modo de vibracio´n diferente y, por tanto, una
frecuencia ωmn:
ω2
c2
= q2 + r2 (3.26)
ω2mn = c
2
(
m2pi2
L2x
+
n2pi2
L2y
)
(3.27)
34 CAPI´TULO 3. DIMENSIO´N DOS
Por otra parte, tambie´n conocemos la solucio´n a la ecuacio´n diferencial dependiente del tiempo:
Tmn(t) = Amn cos(ωmnt) +Bmn sin(ωmnt) (3.28)
Hemos llegado por lo tanto a la solucio´n correspondiente a cada modo de la ecuacio´n diferencial:
umn(x, y, t) = Φmn(x, y)Tmn(t) = sin
(
mpi
Lx
x
)
sin
(
npi
Ly
y
)(
Amn cos(ωmnt) +Bmn sin(ωmnt)
)
(3.29)
Esta ecuacio´n es una solucio´n de la ecuacio´n de ondas y satisface las ecuaciones de frontera, para cualquier
valor de m,n = 1, 2, 3...
Dada la linealidad y la homogeneidad de la ecuacio´n de ondas, una suma de soluciones sera´ tambie´n
solucio´n al problema, pudiendo escribir la solucio´n como:
u(x, y, t) =
∞∑
m=1
∞∑
n=1
sin
(
mpi
Lx
x
)
sin
(
npi
Ly
y
)(
Amn cos(ωmnt) +Bmn sin(ωmnt)
)
(3.30)
Las constantes Amn y Bmn se obtienen a partir de las condiciones iniciales que se le impongan a la
membrana.
y0(x, y) =
∞∑
m=1
∞∑
n=1
sin
(
mpi
Lx
x
)
sin
(
npi
Ly
y
)
Amn (3.31)
y1(x, y) =
∞∑
m=1
∞∑
n=1
sin
(
mpi
Lx
x
)
sin
(
npi
Ly
y
)
Bmn (3.32)
A partir de las cuales obtenemos los siguientes resultados, conociendo las propiedades de ortogonalidad
de la funcio´n seno/coseno:
Amn =
4
LxLy
∫ Ly
0
∫ Lx
0
y0(x, y) sin
(
mpi
Lx
x
)
sin
(
npi
Ly
y
)
dxdy (3.33)
Bmn =
4
LxLyωmn
∫ Ly
0
∫ Lx
0
y1(x, y) sin
(
mpi
Lx
x
)
sin
(
npi
Ly
y
)
dxdy (3.34)
Podemos explicar el modo de vibracio´n [m,n] de una membrana rectangular a partir de la figura 3.2.
El primer valor m, define la cantidad de l´ıneas de estancamiento (ana´logo a los nodos en dimensio´n 1) que
podemos encontrar en la direccio´n perpendicular al eje y. El segundo valor define la cantidad de l´ıneas de
estancamiento que podemos encontrar en direccio´n perpendicular al eje x. En particular tenemos que el
nu´mero de l´ıneas de estancamiento es igual al nu´mero modal en esa direccio´n menos uno.
A medida que aumentamos el nu´mero del modo, aumenta el nu´mero de estas lineas de estancamiento.
Resulta interesante observar co´mo los valores de m y n, u´nicamente suman lineas de estancamiento en su
direccio´n, independientemente del otro valor modal.
3.2.1. Membrana rectanguar
Visualizamos a continuacio´n la propagacio´n de una onda sobre una placa rectangular. Se ha impuesto como
condiciones iniciales una posicio´n inicial correspondiente a levantar la membrana en un punto concreto
y ninguna velocidad inicial. Se estudia el caso, por lo tanto, de una membrana que se alza por el centro
y que se suelta en el instante t = 0. Se observa como la onda se propaga en todas las direcciones de la
misma forma. Al chocar contra los bordes, la onda rebota ya que se han impuesto condiciones de frontera
de Dirichlet.
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Figura 3.1: Modos de vibracio´n de una membrana rectangular
3.3. Vibracio´n de una membrana circular
Partimos de una membrana circular de radio R que cumple la condicio´n de Dirichlet en su contorno.
Escribimos la ecuacio´n de la membrana vibrante en coordenadas polares de la siguiente forma:
u(r, θ, t) = c2
(
∂2u
∂r2
+
1
r
∂u
∂r
+
1
r2
∂2u
∂θ2
)
(3.35)
De la misma forma que en el caso anterior resolveremos por separacio´n de variables:
u(r, θ, t) = Φ(r, θ)T (t) (3.36)
1
T (t)
d2T
dt2
=
c2
Φ(r, θ)
(
∂2Φ
∂r2
+
1
r
∂Φ
∂r
+
1
r2
∂2Φ
∂θ2
)
= −ω2 (3.37)
Podemos igualar ambos te´rminos a una constante, que llamemremos −ω2 dado que el primer te´rmino
depende u´nicamente de t y el segundo de (r, θ).
∂2Φ
∂r2
+
1
r
∂Φ
∂r
+
1
r2
∂2Φ
∂θ2
+
w2
c2
Φ = 0 (3.38)
d2T
dt2
+ ω2T (t) = 0 (3.39)
Resolvemos la primera ecuacio´n por separacio´n de variables:
Φ(r, θ) = R(r)Θ(θ) (3.40)
Θ(θ)
(
r2
d2R
dr2
+ r
dR
dr
)
+R(r)
d2Θ
dθ2
+
ω2
c2
r2R(r)Θ(θ) = 0 (3.41)
− 1
R(r)
(
r2
d2R
dr2
+ r
dR
dr
+
ω2
c2
r2R(r)
)
=
1
Θ(θ)
d2Θ
dθ2
= −m2 (3.42)
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Figura 3.2: Modos de vibracio´n de una membrana rectangular
Figura 3.3: Propagacio´n de una onda sobre una membrana rectangular
Obtenemos el siguiente sistema de ecuaciones diferenciales:
d2R
dr2
+
1
r
dR
dr
+
(
ω2
c2
− m
2
r2
)
R = 0 (3.43)
d2Θ
dθ2
+m2Θ = 0 (3.44)
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Las soluciones de ambas ecuaciones diferenciales son conocidas:
R(r) = CrJm
(ω
c
r
)
+DrYm
(ω
c
r
)
(3.45)
Θ(θ) = Cθ cos(mθ) +Dθ sin(mθ) (3.46)
con m = 0, 1, 2, 3 . . ..
Las funciones obtenidas se conocen como funciones de Bessel. Jm es la ecuacio´n de Bessel de primer orden
y Ym la ecuacio´n de Bessel de segundo orden. Como la funcio´n Yr es una funcio´n que tiende a infinito a
medida que r tiende a cero, tenemos que tomar Dr = 0 para que el resultado sea f´ısicamente razonable.
Visualizamos a continuacio´n las soluciones a la funcio´n de Bessel para los primeros valores del para´metro
m. Buscamos aquellos valores que hagan que la funcio´n de Bessel sea cero (ra´ıces de Bessel). Gracias a
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
α
-0.5
0
0.5
1
y
J
m
0
1
2
3
Figura 3.4: Funciones de Bessel
ellos, podremos asegurar que la solucio´n cumpla la condicio´n de Dirichlet, es decir, que el valor en r = R
sea cero.
Visualizamos los valores de las ra´ıces que de la funcio´n Jm(a), donde amn es el valor de la ra´ız de Bessel.
Los diferentes valores de a = ωR
c
, determinan las diferentes frecuencias ωmn de cada modo de vibracio´n.
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Cuadro 3.1: Tabla de las primeras ra´ıces de Bessel
Ra´ıces de Bessel J0 J1 J2 J3
Primera Ra´ız 2.4048 3.8317 5.1356 6.3802
Segunda Ra´ız 5.5201 7.0156 8.4172 9.7610
Tercera Ra´ız 8.6357 10.1735 13.3237 14.7960
Cuarta Ra´ız 11.7915 13.3237 14.7960 16.2235
Por lo tanto, podemos escribir cada modo de vibracio´n:
umn(r, θ, t) = Jm
(
amn
r
R
)(
Cn cos(mθ) +Dn sin(mθ)
)(
An cos(ωmnt) +Bn sin(ωmnt)
)
(3.47)
con m = 0, 1, 2 . . . y n = 1, 2, 3 . . ..
Dada la linealidad y la homogeneidad de la ecuacio´n de ondas, una suma de soluciones sera´ tambie´n
solucio´n al problema, pudiendo escribir la solucio´n como
u(r, θ, t) =
∞∑
m=0
∞∑
n=1
Jm
(
amn
r
R
)(
Cn cos(mθ) +Dn sin(mθ)
)(
An cos(ωmnt) +Bn sin(ωmnt)
)
(3.48)
Figura 3.5: Modos de vibracio´n de una membrana circular
Podemos explicar los modos de vibracio´n [m,n] de una membrana circular a partir de la siguiente figura.
El valor de m define el nu´mero de l´ıneas de estancamiento que hay en la placa en direccio´n radial. El valor
n define el nu´mero de l´ıneas de estancamiento en la placa en direccio´n angular menos uno.
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Figura 3.6: Modos de vibracio´n de una membrana circular
3.3.1. Membrana circular
Visualizamos a continuacio´n la propagacio´n de una onda sobre una placa circular. Se ha impuesto como
Figura 3.7: Propagacio´n de una onda sobre una membrana circular
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condiciones iniciales una posicio´n inicial correspondiente a levantar la membrana en un punto concreto
y ninguna velocidad inicial. Se estudia el caso, por lo tanto, de una membrana que se alza por el centro
y que se suelta en el instante t = 0. Se observa como la onda se propaga en todas las direcciones de la
misma forma. Al chocar contra los bordes, en r = R, la onda rebota ya que se han impuesto condiciones
de frontera de Dirichlet.
3.4. Vibracio´n de una membrana triangular
Es posible resolver una ecuacio´n en derivadas parciales, como es la ecuacio´n de ondas, a partir del me´todo
de diferencias finitas. Las diferencias es el ana´logo discreto de la derivada. Se ha implementado este me´todo
como co´digo en Matlab para resolver la ecuacio´n de ondas en una placa triangular.
3.4.1. Membrana triangular
Visualizamos a continuacio´n la propagacio´n de una onda sobre una placa triangular. Para estudiar la
Figura 3.8: Propagacio´n de una onda sobre una membrana triangular
propagacio´n de la cuerda, partimos de las condiciones inciales. La posicio´n inicial, corresponde a levantar
la membrana triangular en un punto muy cercano al centro de la hipotenusa y soltar en el instante t = 0.
La velocidad de la membrana en el momento inicial es de cero en toda la placa. Se visualiza la propagacio´n
de la onda y co´mo la onda rebota tras alcanzar los bordes.
3.5. Problema inverso en 2D
3.5.1. Membrana rectangular
De la misma forma que tratamos de escuchar la logitud de una cuerda vibrando, trateremos de obtener
las dimensiones (Lx, Ly) de una membrana rectangular.separ
Como ya se dedujo anteriormente, podemos escribir la frecuencia a la que vibra cada uno de los modos a
partir de la ecuacio´n
ω2mn = c
2
(
m2pi2
L2x
+
n2pi2
L2y
)
(3.49)
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Sabemos que el primer armo´nico que encontraremos corresponde al modo de vibracio´n (1, 1). La frecuencia
ωmn de este modo se define como
ω211 = c
2
(
12pi2
L2x
+
12pi2
L2y
)
(3.50)
Tenemos, por tanto, dos inco´gnitas que resolver, Lx, Ly. Asumiendo que se conoce la velocidad de pro-
pagacio´n en la membrana c, necesitaremos conocerla frecuencia de los primeros modos de vibracio´n. Los
frecuencias ma´s bajas de vibracio´n, despues del modo [1, 1] sera´n los modos [2, 1] y [1, 2]. Si somos capaces
de resolver el sistema de ecuaciones que plantea el problema, seremos capaces de escuchar las dimensiones
de un tambor rectangular.
ω211 = c
2
(
12pi2
L2x
+
12pi2
L2y
)
(3.51)
ω212 = c
2
(
12pi2
L2x
+
22pi2
L2y
)
(3.52)
ω221 = c
2
(
22pi2
L2x
+
12pi2
L2y
)
(3.53)
Una vez obtenidos los valores de c, Lx, Ly, sera´ importante comprobar que somos capaces de reconocer
tambie´n los siguientes modos de vibracio´n dentro del espectro de frecuencias .
3.5.2. Membrana circular
Trataremos ahora de obtener el radio de una membrana circular a partir de su sonido. Partimos de las
frecuencias que produce el tambor circular cuando vibra. Ya calculamos anteriormente el valor de la
frecuencia ωmn, dependiente de cada modo de vibracio´n, obteniendo la siguiente expresio´n
amn = ωmn
R
c
(3.54)
ωmn = amn
c
R
(3.55)
Tenemos dos inco´gnitas, c,R, por lo que necesitaremos dos ecuaciones. Sabemos que el modo fundamental
de vibracio´n correspondera´ al modo [0, 1] con un valor de a = 2,40483, y que la segunda frecuencia
ma´s baja sera´ la correspondiente al modo [1, 1] con un valor de a = 3,83171. Obtenemos las siguientes
ecuaciones
ω01 = 2,40483
c
R
(3.56)
ω11 = 3,83171
c
R
(3.57)
3.5.3. De la teor´ıa a la pra´ctica
Vamos a tratar de obtener toda la informacio´n que podamos del espectro de frecuencias producido por
un tambor circular. Hemos podido medir que el tambor en cuestio´n tiene un radio de (6,5± 1)cm. Dado
que todos los datos se han obtenido de forma experimental, calcularemos todos los resultados con su
correspondiente error. Para calcular el error de c, calculamos primero los errores relativos de R y ω01:
δR =
∆R
R
(3.58)
δR =
1cm
6,5cm
= 15,38% (3.59)
δω01 =
5Hz
387Hz
= 1,29% (3.60)
(3.61)
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Figura 3.9: Espectro de frecuencias obtenido de la vibracio´n de un tambor circular
A partir de este dato somos capaces de calcular la velocidad de propagacio´n c(R,ω01) del mismo
δc2 = δR2 + δω201 (3.62)
δc = 15,43% (3.63)
c = ω01
R
2,40483
(3.64)
∆c = δc× c = 10,46× 15,43% = 1,61m
s
(3.65)
c = (10,46± 1,61)m
s
(3.66)
Ahora que conocemos el valor de c verificaremos que, a partir de las siguientes frecuencias, somos capaces
de obtener el radio original del tambor. Obtendremos el valor de R(c, ω11) con la frecuencia ω11 = 602Hz,
y el valor de R(c, ω02) con la frecuencia ω02 = 5,52008.
δR11 =
√
δc2 + δω211 =
√
(15,43%)2 +
(
5
602
)2
= 15,45% (3.67)
δR02 =
√
δc2 + δω202 =
√
(15,43%)2 +
(
5
839
)2
= 15,44% (3.68)
R11 = 3,83171
c
ω11
(3.69)
R02 = 5,52008
c
ω02
(3.70)
Obtenemos los siguientes valores para el radio:
R11 = (6,66± 1,03)cm (3.71)
R02 = (6,88± 1,06)cm (3.72)
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los resultados obtenidos son compatibles con la teor´ıa, pues entran dentro de los rangos de error de las
medidas. Hemos obtenido el radio de la membrana vibrante a partir de su espectro de frecuencias y su
velocidad de propagacio´n.
3.6. Contraejemplo
Hasta ahora hemos observado que es posible obtener las dimensiones de un tambor una vez conocida
la forma. Hemos obtenido el radio de un tambor circular a partir de su espectro de frecuencias y de la
misma forma la longitud de los lados de un tambor rectangular. Tambie´n es posible diferenciar un tambor
rectangular de uno circular. ¿Significa esto que es posible calcular la forma de un tambor a partir de su
espectro de frecuencias?
Estudiemos el caso del siguiente tambor.
La membrana anterior satisface la ecuacio´n de ondas dentro de su regio´n D1. Tambie´n cumple las con-
Figura 3.10: Tambor 1
diciones de frontera de Dirichlet, todos los bordes esta´n sujetos. En lugar de definir la ecuacio´n de ondas
del tambor en su conjunto se dividira´ la membrana en siete tria´ngulos iso´sceles, de la siguiente forma:
Cada una de estas subdivisiones cumple la ecuacio´n de ondas dentro del tria´ngulo, pudie´ndose escribir
la ecuacio´n de ondas para este tambor como el conjunto de las siete ecuaciones de ondas. Esto es posible,
ya que un conjunto de soluciones de la ecuacio´n de ondas sigue siendo solucio´n.
ψA(x, y, t) =


ψ(x, y, t) si (x, y) ∈ A
0 si (x, y) /∈ A
ψB(x, y, t) =


ψ(x, y, t) si (x, y) ∈ B
0 si (x, y) /∈ B
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F
E
B
G
C
D
A
Figura 3.11: Tambor 1 dividido
ψC(x, y, t) =


ψ(x, y, t) si (x, y) ∈ C
0 si (x, y) /∈ C
ψD(x, y, t) =


ψ(x, y, t) si (x, y) ∈ D
0 si (x, y) /∈ D
ψE(x, y, t) =


ψ(x, y, t) si (x, y) ∈ E
0 si (x, y) /∈ E
ψF (x, y, t) =


ψ(x, y, t) si (x, y) ∈ F
0 si (x, y) /∈ F
ψG(x, y, t) =


ψ(x, y, t) si (x, y) ∈ G
0 si (x, y) /∈ G
Podemos imaginarnos el tambor co´mo el conjunto de pequen˜os tambores triangulares pegados en los ex-
tremos.
No podemos olvidar que a pesar de que podemos tratar cada tria´ngulo por separado, se han de cumplir
las condiciones de que en el borde de la regio´n D1 la ecuacio´n ha de valer cero, y que en el borde entre
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dos tria´ngulos su valor ha de ser igual:
ψβA = ψ
γ
A = ψ
γ
B = ψ
α
C = ψ
β
D = ψ
α
F = ψ
β
F = ψ
α
G = ψ
γ
G = 0 (3.73)
ψαA = ψ
α
B (3.74)
ψβB = ψ
β
C (3.75)
ψγC = ψ
γ
D (3.76)
ψαD = ψ
α
E (3.77)
ψγE = ψ
γ
F (3.78)
ψβE = ψ
β
G (3.79)
(3.80)
Hemos definido por lo tanto la ecuacio´n de ondas de la membrana anterior a partir de la suma de cada
una de las ecuaciones de onda:
ψ(x, y, t) =
∑
ψi(x, y, t) (3.81)
Vamos ahora a estudiar el caso de un segundo tambor que se muestra a continuacio´n.
A simple vista se aprecia que el segundo tambor es una reordenacio´n de los tria´ngulos del primer tambor,
1
2
3
4
5
6
7
α
β
γ
Figura 3.12: Tambor 2
pero sin tener la misma forma. Se ve que el segundo tambor no es ni un giro ni un . Esta nueva regio´n
la llamaremos D2. La pregunta que trataremos de responder a continuacio´n es, ¿podemos encontrar las
soluciones a la ecuacio´n de ondas en D1 tambie´n en la regio´n D2?
Para que esta afirmacio´n sea verdadera, la solucio´n de la regio´n D2 debera´ cumplir las siguientes condi-
ciones:
La solucio´n cumple la ecuacio´n de ondas
La solucio´n cumple las condiciones de Dirichlet en el contorno.
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La solucio´n ha de ser continua
Condicio´n 1:
Tomamos como solucio´n a la ecuacio´n de ondas la siguiente:
Cada uno de los tria´ngulos en D2 tiene su solucio´n escrita como suma de las soluciones de los tria´ngulos de
−D−G− E
−C+G+ F
−A+B+G
−B+ E− F
A+C+ E
−A+D+ F
B−C+D
Figura 3.13: Vibraciones en el Tambor 2 a partir de las sumas
la regio´n D1 Co´mo ya sabemos que la solucio´n en D1 cumple la ecuacio´n de ondas, la suma de soluciones,
seguira´ siendo una solucio´n va´lida a la ecuacio´n de ondas.
Condiciones 2 y 3:
A partir de la solucio´n vista previamente y utilizando la nomenclatura de las figuras 3.11 y 3.12, vamos
a definir la vibracio´n de cada uno de los tria´ngulos a partir de la suma de las ecuaciones de ondas de los
tria´ngulos de la regio´n D1.
Φ1 = −ψD − ψG + ψE (3.82)
Φ2 = −ψC + ψG + ψF (3.83)
Φ3 = −ψA + ψB + ψG (3.84)
Φ4 = −ψB + ψE − ψF (3.85)
Φ5 = ψA + ψC + ψE (3.86)
Φ6 = −ψA + ψD + ψF (3.87)
Φ7 = ψB − ψC + ψD (3.88)
(3.89)
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Escrito de forma matricial obtenemos

0 0 0 −1 1 0 −1
0 0 −1 0 0 1 1
−1 1 0 0 0 0 1
0 −1 0 0 1 −1 0
1 0 1 0 1 0 0
−1 0 0 1 0 1 0
0 1 −1 1 0 0 0


A continuacio´n comprobamos los bordes de cada uno de los siete tria´ngulos:
Bordes de Φ1:
Φα1 = −ψαD − ψαG + ψαE = 0 (3.90)
Φβ1 = −ψβD − ψβG + ψβE = 0 (3.91)
Φγ1 = −ψγD − ψγG + ψγE = −ψγD + ψγE (3.92)
Bordes de Φ2:
Φα2 = −ψαC + ψαG + ψαF = 0 (3.93)
Φβ2 = −ψβC + ψβG + ψβF = −ψβC + ψβG (3.94)
Φγ2 = −ψγC + ψγG + ψγF = −ψγC + ψγF (3.95)
(3.96)
Bordes de Φ3:
Φα3 = −ψαA + ψαB + ψαG = 0 (3.97)
Φβ3 = −ψβA + ψβB + ψβG = ψβB + ψβG (3.98)
Φγ3 = −ψγA + ψγB + ψγG = 0 (3.99)
(3.100)
Bordes de Φ4:
Φα4 = −ψαB + ψαE − ψαF = −ψαB + ψαE (3.101)
Φβ4 = −ψβB + ψβE − ψβF = −ψβB + ψβE (3.102)
Φγ4 = −ψγB + ψγE − ψγF = 0 (3.103)
(3.104)
Bordes de Φ5:
Φα5 = ψ
α
A + ψ
α
C + ψ
α
E = ψ
α
A + ψ
α
E (3.105)
Φβ5 = ψ
β
A + ψ
β
C + ψ
β
E = ψ
β
C + ψ
β
E (3.106)
Φγ5 = ψ
γ
A + ψ
γ
C + ψ
γ
E = ψ
γ
C + ψ
γ
E (3.107)
(3.108)
Bordes de Φ6:
Φα6 = −ψαA + ψαD + ψαF = −ψαA + ψαD (3.109)
Φβ6 = −ψβA + ψβD + ψβF = 0 (3.110)
Φγ6 = −ψγA + ψγD + ψγF = ψγD + ψγF (3.111)
(3.112)
48 CAPI´TULO 3. DIMENSIO´N DOS
Bordes de Φ7:
Φα7 = ψ
α
B − ψαC + ψαD = ψαB + ψαD (3.113)
Φβ7 = ψ
β
B − ψβC + ψβD = 0 (3.114)
Φγ7 = ψ
γ
B − ψγC + ψγD = 0 (3.115)
(3.116)
Comprobamos que todos los extremos situados en el borde de la regio´n D2 sean cero:
Φα1 = Φ
β
1 = Φ
α
2 = Φ
α
3 = Φ
γ
3 = Φ
γ
4 = Φ
β
6 = Φ
β
7 = Φ
γ
7 = 0 (3.117)
Queda as´ı comprobada la segunda condicio´n, la solucio´n obtenida cumple la condicio´n de Dirichlet en sus
extremos.
Solo queda por comprobar que la solucio´n sea continua, esto quiere decir que el valor de la solucio´n en los
bordes de los tria´ngulos coincide en ambos lados:
Φγ1 − Φγ2 = (−ψγD + ψγE)− (−ψγC + ψγF ) = 0 (3.118)
Φβ2 − Φβ4 = (−ψβC + ψβG)− (−ψβB + ψβE) = 0 (3.119)
Φα4 − Φα6 = (−ψαB + ψαE)− (−ψαA + ψαD) = 0 (3.120)
Φγ5 − Φγ6 = (ψγC + ψγE)− (ψγD + ψγF ) = 0 (3.121)
Φβ3 − Φβ5 = (ψβB + ψβG)− (ψβC + ψβE) = 0 (3.122)
Φα5 − Φα7 = (ψαA + ψαE)− (ψαB + ψαD) = 0 (3.123)
(3.124)
El resultado de la tercera condicio´n es positivo tambie´n. Hemos podido comprobar que la solucio´n obtenida
cumple con las tres condiciones necesarias, cumple la ecuacio´n de ondas, es cero en su contorno y es
continua. Por lo tanto, podemos concluir que toda solucio´n en la regio´n D1 es tambie´n solucio´n en la
regio´n D2.
Vamos a comprobar, para finalizar, que la afirmacio´n se cumple tambie´n a la inversa, esto quiere decir que
toda solucio´n en la regio´n D2 es tambie´n solucio´n en la regio´n D1. Si esta afirmacio´n es cierta, deber´ıamos
ser capaces de calcular la matriz inversa de la obtenida en el apartado anterior. Si es posible calcular
la matriz inversa significara´ que es posible calcular la vibracio´n de la membrana en D1 a partir de las
ecuaciones de ondas de los tria´ngulos de la regio´n D2.

−1
6
1
6
−1
3
−1
6
1
3
−1
3
1
6
1
6
−1
6
1
3
−1
3
1
6
−1
6
1
3
−1
6
−1
3
1
6
−1
6
1
3
1
6
−1
3
−1
3
−1
6
−1
6
1
6
1
6
1
3
1
3
1
3
1
6
1
6
1
3
1
3
1
6
1
6
1
6
1
3
−1
6
−1
3
1
6
1
3
−1
6
−1
3
1
3
1
3
1
6
1
6
−1
6
−1
6


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Hemos obtenido la matriz inversa a partir del me´todo de eliminacio´n gaussiana. Con este resultado po-
demos concluir que ambas membranas son isoespectrales, esto quiere decir que son capaces de vibrar a
la misma frecuencia, siendo as´ı imsposible distinguir su forma partiendo u´nicamente de sus espectros de
frecuencias, esto es, el sonido que emiten.
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Cap´ıtulo 4
Conclusiones
4.1. Dimensio´n uno
Dedicamos este u´ltimo cap´ıtulo a recopilar el trabajo realizado durante este Trabajo de Fin de Grado.
En primer lugar hemos estudiamos el caso de una cuerda sujeta por ambos extremos, buscando las
soluciones de
X ′′(x) + λX(x) = 0 (4.1)
y forzando a que la cuerda cumpliese las condiciones de contorno de Dirichlet. Cada una de los modos
normales obtenidosXk define uno de los autoestados para el problema de autovalores considerado, asociado
al autovalor λk.
Lo ma´s destacable del ana´lisis, era darse cuenta de que cada uno de estos autovalores defin´ıa la velocidad
de vibracio´n de la cuerda. El tono que se escucha cuando se toca un instrumento esta´ relacionado con
la velocidad a la que se hace vibrar el aire y, por lo tanto, la velocidad de vibracio´n de la cuerda. La
vibracio´n que produce la cuerda es una combinacio´n de cada uno de los modos normales de vibracio´n.
La cuerda viene caracterizada por una serie de tonos puros (o modos fundamentales) que son los que
le permiten obtener los diferentes sonidos. Esto es as´ı porque los autovalores de X ′′ = −λX define los
tonos fundamentales que puede producir la cuerda y, viceversa, los tonos que produce la cuerda te permite
conocer los autovalores. El conjunto de estos autovalores se conoce como el espectro de frecuencias.
4.1.1. ¿Es posible escuchar la longitud de una cuerda?
Hicimos vibrar la cuerda de una guitarra y obtuvimos el espectro de la cuerda gracias a un analizador de
frecuencias. Observamos que el sonido que produc´ıa era una combinacio´n de los tonos puros que la cuerda
era capaz de producir. Una vez conseguidos estos resultados, replanteamos la pregunta, ¿conociendo el
espectro de la cuerda, es posible obtener su longitud?
Asumamos que uno es capaz de saber co´mo var´ıan los autovalores, gracias a un analizador de frecuencias,
cuando cambia la longitud de la cuerda. Las autofunciones Xk ten´ıan que cumplir que en ambos extremos
de la cuerda su valor fuese cero, y esto u´nicamente suced´ıa cuando su frecuencia ven´ıa dada por ωk =
kpi
L
.
Esto significa que s´ı que es posible obtener la longitud de la cuerda. Sabiendo que el autovalor ma´s bajo
corresponde al primer modo de vibracio´n, la u´nica inco´gnita de la ecuacio´n ser´ıa su longitud.
En el caso unidimensional, la respuesta al problema es afirmativa: somos capaces de escuchar la longitud
de una cuerda.
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4.2. Dimensio´n dos
Al igual que en el caso de una cuerda, la vibracio´n de la membrana tambie´n se rige por una ecuacio´n
diferencial. La funcio´n f(x, y, t) que define la posicio´n de cada punto de la membrana en cada instante se
complica por el hecho de que ahora la solucio´n depende de dos para´metros de posicio´n (x, y). La ecuacio´n
diferencial se escribe de la forma,
∂2f
∂t2
= ∆f (4.2)
donde el primer te´rmino expresa la aceleracio´n vertical de la membrana y el segundo te´rmino es el Lapla-
ciano de f . Para el caso bidimensional, podemos expresar el Laplaciano como
∆f =
∂2f
∂x2
+
∂2f
∂x2
. (4.3)
Vemos que el Laplaciano es similar al que ten´ıamos en una dimensio´n. La cantidad ∆f define cua´nto se
dobla la membrana en las direcciones x e y.
Al igual que ocurr´ıa para la cuerda vibrante, las soluciones de la membrana vibrante es una combinacio´n
de muchas posibles soluciones. Para hallar estas soluciones, buscamos, una vez ma´s, las soluciones al
problema
f ′′(t) = λf (4.4)
La solucio´n de esta ecuacio´n, ya la vimos en el caso unidimensional.
La frecuencia de la vibracio´n, o lo que es lo mismo, el tono producido por la membrana, se rige por el
valor de λ, y verifica que cuanto mayor sea el valor de λ, mayor sera´ su frecuencia y mayor su tono.
Buscamos las soluciones de
∆Φ = λΦ (4.5)
para encontrar las posiciones iniciales que puede satisfacer la membrana y buscamos de nuevo los valores
de los autovalores. El Laplaciano transforma nuestra funcio´n Φ en otra funcio´n nueva. Normalmente, esta
nueva funcio´n ∆Φ , poco tiene que ver con la funcio´n original Φ, pero buscamos las funciones, para las
cuales esta transformacio´n escale la funcio´n original por una constante λ. Para una membrana rectangular
el problema resulta no ser muy complicado. Las autofunciones que son solucio´n, son productos de funciones
sinusoidales, unas en direccio´n x y las otras en direccio´n y.
Por ejemplo, una placa cuadrada de longitud pi, tenemos que la forma inicial f(x, y, 0) = sin(2x) sin(3y),
es una autofuncio´n, cuyo autovalor de es λ = −22 − 32 = −13.
Para el caso de membranas circulares, y ciertas geometr´ıas triangulares, tambie´n somos capaces de obtener
sus soluciones expl´ıcitas. El problema es que para geometr´ıas ma´s complejas no se tiene el conocimiento
suficiente como para calcular sus autovalores y autofunciones. Afortunadamente, el problema que tratamos
de resolver no es el de obtener los autovalores y autofunciones.
4.2.1. ¿Podemos escuchar la forma de un tambor?
Esta pregunta es equivalente a: ¿somos capaces de reconstruir la forma de una membrana, conociendo su
espectro? Desde hace un tiempo se sabe que a partir del espectro podemos obtener mucha informacio´n.
La ma´s evidente, es la de darse cuenta de que un tambor produce tonos ma´s bajos cuanto mayor sea su
a´rea. Sin embargo, en el caso de una membrana, el modo fundamental de vibracio´n no es suficiente para
obtener su a´rea.
Para obtener ma´s informacio´n deberemos mirar los autovalores en conjunto. Observemos el caso de la
cuerda vibrante. Una cuerda vibrante de longitud L = pi, produce un espectro de {1, 4, 9, . . .}. Para una
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cuerda de longitud L = 2pi obtenemos un espectro de { 14 , 1, 94 , . . .}. Vemos que para el caso de la cuerda
de longitud 2pi, los autovalores esta´n ma´s agrupados. Esto quiere decir que para cierto valor R, la cuerda
de longitud 2pi tiene ma´s autovalores entre 0 y R que la cuerda de longitud pi.
Este concepto tambie´n se puede aplicar a una membrana vibrante. Supongamos que conocemos el espectro
completo de una membrana. Ser´ıa posible contar la cantidad de autovalores que tiene ese espectro entre 0
y R para cualquier valor de R. Definimos el nu´mero de autovalores menores que R, como N(R). A medida
que aumentamos el valor de R, aumenta el valor de N(R). Lo interesante es comprobar el ritmo al que
crece el nu´mero de autovalores. Hermann Weyl comprobo´ en el an˜o 1911 que, para una membrana, el valor
N(R) crecera´ de forma (aproximadamente) lineal. Y no so´lo eso, tambie´n comprobo´ que la pendiente de
esa l´ınea, estaba un´ıvocamente determinada por el a´rea de la membrana.
En efecto, esta pendiente puede obtenerse como l´ımR→∞
N(R)
R
. Una vez calculada esta pendiente, se puede
obtener el a´rea de la membrana a partir de la expresio´n
A = 4pi l´ım
R→∞
N(R)
R
(4.6)
De esta forma Weyl pudo calcular el a´rea de una membrana a partir de su espectro. Sin embargo, el a´rea
de una membrana no define el per´ımetro de la misma. Au´n as´ı, s´ı que es posible obtener ma´s informacio´n
a partir del espectro.
Weyl demostro´ que N(R) ≈ A
pi
R. Pero podemos ser todav´ıa ma´s precisos que eso. Observamos que
N(R) − A4piR, es un mu´ltiplo de la funcio´n
√
R, y una vez ma´s podemos obtener informacio´n sobre la
forma de la membrana. Weyl se atrevio´ a conjeturar, de forma correcta como se vio en el an˜o 1980, que
N(R)− A
4pi
R ≈ P
4pi
√
R, (4.7)
donde P corresponde al per´ımetro de la membrana. As´ı podemos obtener que
P = l´ım
R→∞
4piN(R)−AR√
R
(4.8)
Concluimos, por tanto, que es posible obtener el a´rea y el per´ımetro de la membrana a trave´s del ana´lisis
del espectro.
Esto significa que s´ı que ser´ıa posible en teor´ıa diferenciar entre un tambor cuadrado y un tambor circular,
comprobando su relacio´n entre radio y per´ımetro.
A pesar de que hasta el momento todo parece indicar que sera´ posible escuchar la forma un tambor, hemos
de recordar el contrajemplo estudiado anteriormente. Estudiamos el caso de dos tambores que, sin tener
la misma, forma produc´ıan el mismo espectro. Podemos comprobar que estos resultados son compatibles
con los que acabamos de ver. Ambos tambores tienen el mismo espectro, ya que tambie´n tienen en comu´n
su a´rea y per´ımetro.
Podemos as´ı afirmar que no es posible escuchar la forma de un tambor. No obstante, el trabajo de Steve
Zelditch, famoso matema´tico americano,ha demostrado que si asumimos que la membrana vibrante es
convexa, no tiene agujeros, los bordes no tienen esquinas y que la membrana tiene al menos un eje de
simetr´ıa, s´ı que es posible escuchar la forma de la membrana, o lo que es lo mismo, podemos reconstruir
la forma de la membrana a partir de su espectro.
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Ape´ndice A
Ortogonalidad de la funcio´n seno
Partimos de las siguientes funciones:
fn(x) = sin
(npix
C
)
(A.1)
fk(x) = sin
(
kpix
C
)
(A.2)
vamos a verificar que para k, n ∈ Z, el resultado de la integral∫ C
−C
sin
(npix
C
)
sin
(
kpix
C
)
dx (A.3)
es cero cuando n 6= k y diferente de cero para n = k.
En tal caso, podremos decir que el conjunto de funciones f(x) = sin
(
npix
C
)
es ortogonal.
Conociendo las siguientes identidades trigonome´tricas
cos(X + Y ) = cosX cosY − sinX sinY (A.4)
cos(X − Y ) = cosX cosY + sinX sinY (A.5)
Restamos la primera ecuacio´n a la segunda para obtener:
cos(X − Y )− cos(X + Y ) = 2 sin(X) sin(Y ) (A.6)
Tomamos el siguiente cambio de variables
A = X + Y (A.7)
B = X − Y (A.8)
e introducimos en la ecuacio´n anterior
cos(B)− cos(A) = 2 sin
(
A+B
2
)
sin
(
A−B
2
)
(A.9)
Reemplazando este resultado en
1
2
∫ C
−C
2 sin
(npix
C
)
sin
(
kpix
C
)
(A.10)
Obtenemos que
A+B
2
=
npix
C
(A.11)
A−B
2
=
kpix
C
(A.12)
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Resolvemos este sistema de dos ecuaciones, obteniendo
A = (k + n)
pix
C
(A.13)
B = (n− k)pix
C
(A.14)
Reemplazando esto en la ecuacio´n podemos reescribir la integral de la forma
1
2
(∫ C
−C
cos
(
(n− k)pix
C
)
dx−
∫ C
−C
cos
(
(k + n)
pix
C
)
dx
)
(A.15)
Con el resultado anterior podemos resolver cada una de las integrales por separado. El valor de cada una
de las integrales sera´ de cero, puesto que se evalu´an entre −C y C. Por lo tanto el valor de la integral sera´
igual a cero.
Sin embargo para el caso de que k = n, la integral que estamos resolviendo es
∫ C
−C
sin2
(npix
C
)
dx (A.16)
La cual tiene como resultado ∫ C
−C
sin2
(npix
C
)
dx = C (A.17)
Ape´ndice B
Laplaciano en coordenadas polares
Es necesario el ca´lculo del operador laplaciano en coordenadas para el caso de le membrana circular.
Conocemos el operador laplaciano en coordenadas cartesianas:
∆u =
∂2u
∂x2
+
∂2u
∂y2
(B.1)
Al cambiar de variables tenemos que
x = r cos(θ) (B.2)
y = r sin(θ) (B.3)
θ =
y
x
(B.4)
A partir de la regla de la cadena podemos calcular
∂u
∂x
=
∂u
∂r
∂r
∂x
+
∂u
∂θ
∂θ
∂x
= cos(θ)
∂u
∂r
− sin(θ)
r
∂u
∂θ
(B.5)
∂u
∂y
=
∂u
∂r
∂r
∂y
+
∂u
∂θ
∂θ
∂y
= sin(θ)
∂u
∂r
− cos(θ)
r
∂u
∂θ
(B.6)
(B.7)
(B.8)
Continuando con estos resultados obtenemos que:
∂2u
∂x2
= cos2(θ)
∂2u
∂r2
− 2 sin(θ) cos(θ)
r
∂2
∂x∂θ
+
sin(θ)
r2
∂2u
∂θ2
+
sin2(θ)
r
∂u
∂r
+
2 sin(θ) cos(θ)
r
∂u
∂θ
(B.9)
∂2u
∂y2
= sin2(θ)
∂2u
∂r2
+
2 cos(θ) sin(θ)
r
∂2
∂x∂θ
+
cos(θ)
r2
∂2u
∂θ2
+
cos2(θ)
r
∂u
∂r
− 2 cos(θ) sin(θ)
r
∂u
∂θ
(B.10)
(B.11)
Sumando estas u´ltimas dos ecuaciones llegamos al resultado del laplaciano de u en coordenadas polares:
∆u =
∂2u
∂r2
+
1
r
∂u
∂r
+
1
r2
∂2u
∂θ2
(B.12)
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Ape´ndice C
Transformada de Fourier
La transformada de Fourier es la transfomracio´n matema´tica que se emplea para transformar sen˜ales entre
el dominio del tiempo y el dominio de la frecuencia. Esta transformacio´n es reversible, lo cual significa
que es posible pasar de uno de cualquiera de los dominios al otro. para nuestro caso, se emplea para
transformar el sonido de una cuerda/membrana al dominio de la frecuencia.
La transformada de una funcio´n se define como
F (ω) =
∫ +∞
−∞
f(x)e−iωxdx (C.1)
Podemos calcular la transformada de la funcio´n f(t) = sin(ω0t):
F (ω) =
∫ +∞
−∞
sin(t)e−iωtdt (C.2)
=
∫ +∞
−∞
(
eiω0t − e−iω0t
2i
)
e−iωtdt (C.3)
=
1
2i
∫ +∞
−∞
(ei(ω−ω0)t − e−i(ω+ω0)t)dt (C.4)
F (ω) = ipi(δ(ω + ω0)− δ(ω − ω0)) (C.5)
Calculamos ahora la transformada de la funcio´n f(t) = cos(ω0t):
F (ω) =
∫ +∞
−∞
cos(t)e−iωtdt (C.6)
=
∫ +∞
−∞
(
eiω0t + e−iω0t
2
)
e−iωtdt (C.7)
=
1
2
∫ +∞
−∞
(ei(ω−ω0)t + e−i(ω+ω0)t)dt (C.8)
F (ω) = pi(δ(ω + ω0) + δ(ω − ω0)) (C.9)
Dentro de las propiedades basicas de la transformada de Fourier, cabe destacar la aplicacio´n lineal de la
transformada
F (af + bg) = aF (f) + bF (g) (C.10)
C.1. Transformada de Fourier de la funcio´n delta de Dirac δ(t)
δ(t) =
{
0 si x 6= 0
∞ si x = 0 (C.11)
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∫
∞
−∞
δ(t)dt = 1 (C.12)∫
∞
−∞
f(t)δ(t− a)dt = f(a) (C.13)
Vamos a considerar la funcio´n δ(t) como una funcio´n de Gauss con un para´metro σ tiende a cero
f(t) =
1
σ
√
2pi
exp
(
− t
2
2σ2
)
(C.14)
l´ım
σ→0
f(t, σ) = δ(t) (C.15)
Calculamos ahora la transformada inversa de la funcio´n δ(t)
F (ω) = 2piδ(ω − ω0) (C.16)
f(t) =
∫
∞
−∞
δ(ω − ω0)exp(−iωt)dt = exp(−iω0t)
∫ ω−
0
−ω+
0
δ(ω − ω0)dt = exp(−iω0t) (C.17)
F (ω) tiene cero para cualquier valor de ω, salvo cuando ω = ω0. La integral de la funcio´n δ(ω − ω0) vale
1.
Sabiendo que
cos(ω0t) =
1
2
(
exp(iω0t) + (exp(−iω0t)
)
(C.18)
la transformada de Fourier es
F (ω) = pi
(
δ(ω − ω0) + δ(ω + ω0)
)
(C.19)
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